CHAPITRE 15
FAMILLES DE VARIABLES ALEATOIRES

I. Couples de variables aléatoires

1. Couples, lois marginales
— Définition 15.1

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discretes définies sur le méme univers (Q,.4, P), le couple (X,Y)
est la variable aléaoire a valeurs dans R x R définie par :

X, Y): Q@ — RxR
0w — Xw),Yw)

Pour tout (x, y) € R?, on note :
PX=x,Y=y)=P([X=x]n[Y =y])

Si X(Q) ={x; | ieN}et Y(Q)={y;j | jeNj} laloidu couple (X,Y) estla donnée de la famille ((xi’yj)'pi:j)(i,j)el\lz
o pour tout (i, j) eN?, p; j =P(X =i,Y = j).

Laloi d'un couple de variables aléatoires finies peut étre représentée sous forme d'un tableau a double entrée :

Y
X N1 Yo | e Ym
X1 PX=x1,Y=y1) | PX=x,Y=y2) | -+~ P(X=x1,Y =ym)
X2 PX=x2,Y=y1) | P(X=Xx2,Y=Yy2) | +---- P(X=x2,Y=ym)
Xn PX=xpY=y1) | PX=x,,Y=y3) | ---- PX=xnY =ym)

\

J

Dans toute la suite, X et Y désignent deux variables aléatoire réelles discretes définies sur le méme espace probabilisé

Q,AMP).

—— Définition 15.2

Les lois de X et de Y sont appelées les lois marginales du couple (X, Y).

\

— Propriété 15.1

Les familles (X = X)xex(@), (Y = Myev@) et (X = X, Y = y)x, pex@xy(© sont des systemes complets d’événe-
ments. En particulieron a:

PX=x,Y=y)=1

x€X(Q) yeY (Q)

et

VxeX(Q), PX=x)= ) PX=xY=y)| et |VyeY(@Q), PY=y)= ) PX=xY=y)
yEY(Q) xeX(Q)

La connaissance de la loi du couple (X, Y) peut donc permettre de retrouver les lois de X etde Y
Le contraire est faux en général : la connaissance des lois marginales de X et Y de suffit pas pour connaitre la loi
de (X,Y)
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Exemple 15.1

Observons les deux lois de couples ci-dessous :
Loi d’'un couple (X, Y) Loi d’un couple (X', Y")
X 0 1 P(Y =y *i 0 1 P(Y'=y")
Y ! Y i
1 1 3 5 1 3
0 - — — 0 = - e
4 8 8 16 16 8
1 1 5 7 5
1 - — — 1 — = e
2 8 8 16 16 8
3 1 3 1
P(X =x; - - PX'=x! - -
( i) 4 4 ( xl) 4 4
On remarque que X et X' suivent la méme loi et que Y et Y’ suivent la méme loi,
mais (X, Y) n’a pas la méme loi que (X', Y').

— Exercice de coursn°1.

2. Loi d'une somme

— Proposition 15.2 (rappel, admise)

Soit A € R, alors

X+Y: Q — R ot AX: Q@ — R
0w — Xw+YWw) w — AxX(w)

sont des variables aléatoires discretes.

.

— Proposition 15.3

Si X et Y sont a valeurs dans Z, alors

VkezZ, PX+Y=k=) PX=iY=k-i)
i€z

En particulier, si X et Y sont a valeurs dans N, alors

1

k
VkeN, PX+Y=k=) PX=i,Y=k-1i)
=0

\

— Exercice de cours n°2.

II. Covariance
1. Formule de transfert, espérance d’un produit

— Propriété 15.4 (Formule de transfert pour un couple de V.A.)

Soit ¢ : R> — R une fonction de deux variables réelles et soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. Alors,

sous réserve de convergence absolue de la somme, on a E[p(X, Y)] = Z Z X, Y)PX=x,Y=y)
xeX(Q) yeY (Q)
Autrement dit :

¢ Si X et Y prennent un nombre fini de valeurs {x;, xp, -+, x,,} et {y1, 2, - ,Yphona

n p
ElpX, V=) > o, y)PX=x;,Y =y))
i=1j=1

¢ Si X et Y prennent un nombre infini de valeurs {x; | i € N} et {y; | i € N}, on a (sous réserve de convergence
absolue)

+00 +00

ElpX,V)]=) > @, y)PX =x;,Y =y))
i=0j=0

\
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Remarque

En particulier, si X et Y sont a valeurs dans N on a (sous réserve de convergence)

+00 +00
EIXY]I=) ) ij-PX=iY=))= ) ij-PX=iY=])
i=0j=0 (i,j)eN?
2. Covariance
— Propriété 15.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) <

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 2. Alors XY admet une espérance
et

IE[XY]| < VE[X?]VE[Y?]

avec égalité si et seulement siil existe A e Rtel que P(Y =1X) =1

— Propriété 15.6 2

Si X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors X + Y admet un moment d’ordre 2.

—— Définition 15.3 2

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes qui admettent une variance. On définit la covariance de X et Y,
notée Cov(X, Y), par

Cov(X,Y) =E[(X -E[X](Y —-E[Y])]

— Propriété 15.7

Pour toutes variables aléatoires réelles discretes X et Y qui admettent une variance, on a:
e Cov(X,X)=V(X)
e Cov(X,Y)=_Cov(Y,X)

— Théoréme 15.8 (formule de Koenig-Huygens pour la covariance) \

Soit X et Y deux variables aléatoires admettant une variance. Alors

] Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y] \

\

Remarque

Dansle cas ou1 Y = a o1 a est un réel fixé, (on parle de variable déterministe), on a Cov(X, a) = 0. En effet, E[a] = a
donc E[aX] —E[X]E[a] = aE[X] — aE[X] = 0.

— Exercice de cours n°3.

— Propriété 15.9 (bilinéarité) .

Soient X, Y, Z trois variables aléatoires admettant une variance. Alors

VA, ) €R?, Cov(AX + Y, Z) = ACov(X, Z) + uCov(Y, Z)

VA, pw) eR?,  Cov(X,AY + uZ) = ACov(X, Y) + uCov(X, Z)

On dit que la covariance est bilinéaire.

\ J

— Exercice de cours n°4.

Définition 15.4

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes admettant une variance. On définit le coefficient de corrélation de
XetY,noté p(X,Y), par

QOB
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Cov(X,Y)

(X,Y) = ————
4 VV(X)V(Y)

Linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux variables X —E(X) et Y —E(Y) donne l'inégalité suivante :
[Cov(X,Y)| = VV(X)V(Y)
On en déduit donc que| [p(X, Y)| =1 | le coefficient de corrélation est donc compris entre —1 et 1.

— Propriété 15.10 (Invariance d’échelle)

Soient X et Y deux variables aléatoire discrétes admettant une variance, et soient a, b, ¢, d quatre réels avec a > 0
et ¢> 0. Alors
plaX+b,cY+d)=p(X,Y)

\

— Proposition 15.11

Une corrélation égale a 1 ou a —1 signifie que les variables X et Y sont reliées entre elles par une fonction affine
(presque stirement) :

* p(X,Y)=1<=13(a,b) €]0;+oo[xR, P(Y =aX+b)=1
* p(X,Y)=-1<=13(a,b) €] —o0;0[xR, P(Y =aX+b) =1

\ J

Exemple 15.2

Si on lance n fois une piece équilibrée et qu’on note X le nombre de Piles et Y le nombre de Faces obtenus, alors
Y=n-Xdoncp(X,Y)=-1.

3. Variance

— Propriété 15.12

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles discretes qui admettent une variance, alors

VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) ‘

De facon générale, si X1,X,...,X;, admettent une variance,

VXi+Xo+--+ X)) =V(X))+ V(X)) +---+ V(X,)+2 Z Cov(X;, Xj)

1<i<j<n

\ J

— Exercice de cours n°5.

III. Indépendance de variables aléatoires

Rappel

Deux événements A et B sont dit indépendants si P(An B) = P(A)P(B).

Dans toute cette partie, X;, X,... X,, désignent des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).
1. Définition et premiéres propriétés

Définition 15.5

Deux variables aléatoires X et Y sont dits indépendantes si pour tout intervalles réels A et B,

P(XeAYeB)=P(Xe A xP(XeB)
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—— Définition 15.6 \

Les variables X,Xp,..., X;, sont dites mutuellement indépendantes si pour tout intervalles A;,..., A, de R,
P((X1€ADN--N(Xp€Ap) =P(X1 € A)) x - xP(Xp € Ayp)

Plus généralement, une suite (X,) =0 de variables aléatoires est une suite de variables indépendantes si les va-
riables Xj,..., X; sontindépendantes pour tout 7 € N.

. J

Remarque

En particulier, si X,..., X sont indépendantes, alors

V(xly'--,xn)E[Rn’ I]:D(Xl :xl)--'an:xn):ﬂ:D(Xl :xl) X"'X[FD(Xn:xn)

Exemple 15.3

On lance un dé équilibré a 6 faces n fois de suite de facon indépendante et pour tout k € {1,..., n} on note Xj. le
numéro obtenu au k-iéme lancer. On admet que les variables Xi,X>,...,X,; sont indépendantes.
Pour tout x1, xo,...,%x, € {1,2,3,4,5,6}, on a alors

P(Xi=x1)Nn(Xa=x2)N---N(Xp=x,) =P(X3 = x1) xP(Xp = xp) x--- x P(X;; = xp) =

X

Exemple 15.4

On mélange n jetons numérotés de 1 a n dans un sac, et on tire successivement et sans remise tous les jetons du
sac. Pour tout k € {1,...,n} on note X le numéro du k-ieme jeton tiré. Alors les variables X, X», ..., X;, ne sont
pas indépendantes.

En effet, P(X; = 1) #0 et P(X» = 1) # 0, mais P((X; = 1) n (X2 = 1)) = 0 ce qui prouve que :

P(X1=DnX2=2) #PX1 =) xP(Xz =2)

— Exercice de cours n°6.

Propriété 15.13

Si B; et B, sont deux variables de Bernoulli, elles sont indépendantes si et seulement si les événements (B; = 1)
et (B2 = 1) sont indépendants.

La propriété précédente se généralise a la forme suivante pour n'importe quelle famille (X;, X», ..., X;) de variables aléatoires
discretes.

— Propriété 15.14 \

Les variables aléatoires réelles discretes Xi, X, ..., X;; sont indépendantes si et seulement si pour tout x; € X; (Q),
X2 € Xo(Q)),...,xp, € X,(2) ona

P(X1=x1,X2 = X2,..., X =xp) =P(X3 = x1) x P(Xp = x2) x --- xP(X}; = xp)

\ J

— Proposition 15.15 (lemme des coalitions) (admis) \

Si Xy, Xo,... Xi, 11,Y5,..., Y, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et que f et g sont des fonc-
tions a valeurs dans R, alors f(Xj, X,..., Xi) et g(Y1, Y,... Yy) sont indépendantes.

\ J

Exemple 15.5

Si X, Y et Z sont trois variables aléatoires indépendantes, alors cos(X + Y) et e sont indépendantes

Exemple 15.6

p
Si (X1,...,X,) est une famille de variables aléatoires mutuelements indépendantes et si ¥ = Z Xp et Z =
k=1

n
Y Xg, alors Y et Z sont indépendantes.
k=p+1

QOB

BY NC
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2. Espérance, variance, covariance

— Propriété 15.16 ~

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes qui admettent une espérance, alors
E(XY) =E(X)E(Y)

Si Xi, Xo,..., X, sont indépendantes et admettant une espérance, alors

E(Xy-Xp-e-- Xn) =E(X1)-E(X2)----- E(X5)

. J

— Exercice de cours n°7.

— Propriété 15.17

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes qui admettent une variance, alors Cov(X, Y) = 0.

Remarque

Cov(X, Y) = 0estune condition nécessaire pour que X et Y soient indépendantes, mais ce n’est pas une condition
suffisante.

On dit que X et Y sont non corellées si Cov(X, Y) = 0 (et corellées si Cov(X,Y) # 0). Si elles sont indépendantes
alors elles sont non corellées. Par contraposée, si elles sont corellées alors elles ne sont pas indépendantes. Les
réciproques sont fausses en général.

Exemple 15.7

Si X suit la loi uniforme sur {-1,0,1} et Y = X2, alors X et Y ne sont pas indépendantes (considérer par exemple
les événements (X = 0) et (Y = 1)), mais pourtant Cov(X, Y) = 0. En effet :

Cov(X,Y) =E(XY)-EX)E(Y)

1 1
Y Y ijP(X=iY=j)-0xEY)
i=—1j=0

-PX=-1Y=1)+PX=1Y=1)

+

W —
W —

— Propriété 15.18

Si Xi, X»,..., X, est une famille de variables aléatoires indépendantes qui admettent une variance, alors

VXi+Xo+--+ X)) =V(X)) +V(X2)+---+ V(X})

3. Applications
a. Sommes de variables indépendantes

Proposition 15.19

Si Xi,..., X, sont n variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la méme loi de Bernoulli de parametre

n
p, alors S = Z Xk suit laloi binomiale de parametres n, p.
k=1

Remarque

n n
Lespérance d’une loi binomiale s’obtient alors simplement avec E(S) = Z E(Xy) = Z p = np par linéarité de
k=1 k=1
I'espérance.
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— Proposition 15.20 (admise) \

Réciproquement, si S — B(n, p) avec n € N* et p €]0;1[, alors il existe des variables aléatoires indépendantes
X1,..., X, qui suivent une loi de Bernoulli de parametre p telles que S = X; +---+ X,

\ J

— Proposition 15.21 \

Soient (n, m) € (N*)? et p €l0;1[. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes telles que X — B(n, p) et
Y — B(m, p), alors X+ Y — B(n+ m, p).

\ J

— Proposition 15.22 \

Soient A et p deux réels strictement positifs. Si X et ¥ sont deux variables aléatoires indépendantes telles que
X—PA)etY — P(u),alors X +Y — P(A+ ).

b. Loi des grands nombres
Soient (X,) nen+ une suite de variables aléatoires réelles discretes, indépendantes et de méme loi. Supposons que X; admet
une espérance y = E[X;] et une variance o = V(X3) (alors tous les autres X,, ont méme variance et méme espérance).

JE— X1+X2+"'+Xn , L , .
On note X, = —— . Onremarque qu’alors on a, par linéarité de 'espérance,
n

E[Xy] = Z[E Xil =

1
n2

On a aussi V(Xn)

i M:

1 n
) — Z V(X) par indépendance de la famille (X,,) ,en, donc
n

1 & o?
V(Xy) = —ZZ =

La variable X,, admet une variance comme somme de variables qui admettent une variance, en appliquant I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev a X,, on obtient, pour tout réel € > 0,

_ VX,
IP(XH—[E[XH] 25)5 (2”)
&
donc
X+ X0+ X, ) o?
P —ulzels—
n pi=¢ ne2
On en déduit le théoréme suivant :
— Théoréme 15.23 (loi faible des grands nombres, HP) \

Soit (X)) zen* une suite de variables aléatoires (réelles discréetes) indépendantes et de méme loi, admettant une
espérance U et une variance, alors pour tout réel € > 0,

X1+ Xo+---+ Xy,
n

lim [P’(
n—+oo

-p

28)20

bn peut interpréter ce théoreme de la facon suivante : pour une valeur ¢ > 0 fixéé, si on répete de facon indépendante une
expérience aléatoire un grand nombre de fois, la probabilité que la moyenne des résultats obtenus s’éloigne de I'espérance de
plus de € tend vers 0 lorsque le nombre d’expérience tend vers +oo. Plus le nombre d’expérience augmente, plus la moyenne
empirique s’approche de la moyenne théorique de facon certaine.

QOB

BY NC
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Exercices de cours

Exercice 1

On consideére n urnes numérotées de 1 a n. Pour tout k € {1,..., n}, 'urne numéro k contient k boules numérotées
de 1 a k. On choisit une urne au hasard et on pioche une boule au hasard dans cette urne. On note X le numéro
de I'urne tirée et Y le numéro de la boule choisie.

1. Quelle est la loi suivie par X?
2. Déterminer la loi du couple (X, Y).

3. En déduire la loi suivie par Y.

Exercice 2

On considére un couple de variables aléatoires (X, Y) qui suit la loi uniforme sur {1,2, ..., n}?, c’est a dire que pour
1

tout (i, j) € {1,2,..,n}*, P(X = i, Y = j) = —.
n

1. Déterminer la loi marginale de X et la loi marginale de Y

2. Déterminerlaloide X+Y

Exercice 3

Soit n = 2. On tire deux jetons successivement et sans remise d'une urne contenant z jetons numérotés de 1 a n.
On note N; le numéro de la premiére boule tirée et IV, le numéro de la deuxieme boule tirée.

1. Pour tout (i, j) € [1, n]?, calculer P(N} = i, Ny = j).
(n+1)(Bn+2)

2. Montrer que E(N1N,) = 12

3. En déduire Cov(Ny, N,).

Exercice 4

On lance n fois une piece truquée qui tombe sur Pile avec probabilité p €]0;1[. On note X le nombre de Piles et Y
le nombre de Faces obtenus. Calculer Cov(X, Y).

Exercice 5

Chaque jour, N personnes se rendent dans un restaurant qui propose 2 menus, appelés « menu A » et « menu
B ». Chaque personne choisit au hasard 'un des deux menus, et on note X le nombre de personnes ayant choisi
le menu A et Y le nombre de personnes ayant choisi le menu B. On suppose que N suit une loi de Poisson de
parametre A > 0.

1. Soit n € N fixé. Déterminer Py (X = k) pour tout entier naturel k.
2. Déterminer la loi de (IV, X) puis en déduire laloi de X etlaloide Y.
3. Exprimer V(X + Y) en fonction de A.

4. En déduire finalement que Cov(X, Y) =0.

Exercice 6

Soient a, b € Z avec a < b et soit (Uy,) une suite de variables aléatoire indépendantes suivant toutes la loi uniforme
sur [a, b]. On pose M, = max(Uy, ..., Uy). Déterminer la loi de M,,.

Exercice 7

Soient B et H deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géométrique de parameétre p €]0;1[. On
considere un rectangle dont la base est de longueur B et la hauteur est H.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir un rectangle d’aire égale a 2?2
2. Quelle est'espérance de l'aire du rectangle obtenu?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir un carré?

QOB
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